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1 序
C[x] := C[x1, . . . , xn] を C 上の n 変数多項式環とする．代数多様体 SL2(C) の座標
環は，
C[SL2] := C[x1, . . . , x4]/(x1x4 − x2x3 − 1)C[x][x1, . . . , x4]
である．AutCC[SL2] を C 代数 C[SL2] の自己同型群とする．本修士論文では，
AutCC[SL2]のある部分群について論ずる．
始めに，多項式環の順自己同型と余順自己同型について述べる．AutCC[x]を C代数
C[x]の自己同型群とする．各 φ ∈ AutCC[x]は，φ(x1), . . . , φ(xn)により一意的に定ま
るので，φ = (φ(x1), . . . , φ(xn))と表す．
定義 1.1 φ ∈ AutCC[x]とする．φ(x1), . . . , φ(xn)が全て 1次式のとき，φをアフィン
自己同型という．アフィン自己同型全体の集合を Affn(C)と書く．
定義 1.2 φ ∈ AutCC[x]とする．ある i ∈ {1, . . . , n}と p ∈ C[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn]
が存在して，
φ = (x1, . . . , xi−1, xi + p, xi+1, . . . , xn)
が成り立つとき，φを基本自己同型という．基本自己同型全体の集合を En(C)と書く．
Affn(C)は AutCC[x]の部分群であるが，n ≥ 2のとき，En(C)は部分群でない．
定義 1.3 AutCC[x]の部分群
Tn(C) := 〈Affn(C) ∪ En(C)〉
を AutCC[x]の順部分群といい，Tn(C)の元を (C[x]の)順自己同型という．順自己同
型でない AutCC[x]の元を (C[x]の)野生自己同型という．
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AutCC[x]の構造に関する問題として，AutCC[x] = Tn(C)が成り立つのかという研
究が行われている．n = 1の場合，等号が成り立つことは容易にわかる．n = 2の場合，
Jung [5]によって等号が成り立つことが示された．一方，n = 3のとき次の結果がある．
定理 1.4（Shestakov-Umirbaev [8]） AutCC[x] ̸= T3(C)
なお，4変数以上の場合について AutCC[x] = Tn(C)が成り立つかどうかは未解決で
ある．
ところで，基本自己同型 σ = (x1 + x22, x2, . . . , xn) ∈ AutCC[x]に対して，次が成り
立つことが知られている ([4], Theorem 5.2.1を参照).
定理 1.5（Derksen） n ≥ 2のとき，〈{σ} ∪Affn(C)〉 = Tn(C)
定理 1.5の σ の一般化として，Edoによって次の定義が与えられた．
定義 1.6（Edo [3]） σ ∈ AutCC[x]とする．
〈{σ} ∪Affn(C)〉 ⊃ Tn(C)
が成り立つとき，σ を余順自己同型という．
Arzhantsev-Ga˘ıfullin [1], Lamy-Ve´ne´reau [7]は，C[SL2]の順自己同型の定義を与え，
順でない自己同型の存在を示した．Lamy-Ve´ne´reauによる証明には，定理 1.4の証明と
その一般化が行われた過程で発達した技法が用いられた．先に述べたように，多項式環で
は順自己同型に関連する概念として，余順自己同型が研究されている．しかし C[SL2]の
余順自己同型はまだ定義されていない．そこで本修士論文では，C[SL2]の余順自己同型
を定義し，その最初の例を構成する．
本修士論文の構成は，以下の通りである．第 2節で，[1], [7]で与えられたC[SL2]の順
自己同型の定義について述べる．第 3節で C[SL2]の余順自己同型を定義し，その存在を
示す．
2 C[SL2]の順自己同型
本節では，Arzhantsev-Ga˘ıfullin [1], Lamy-Ve´ne´reau [7]によって与えられた C[SL2]
の順自己同型の定義について述べる．以下，C[x] = C[x1, . . . , x4]とする．EndCC[SL2]
を C代数 C[SL2]の自己準同型全体の集合とする．pi を C[x]から C[SL2]への自然な準
同型，σを EndCC[SL2]の元とする．i = 1, . . . , 4について σ ◦pi(xi) = fi とおく．σ ◦pi
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は C代数 C[x]から C[SL2]への準同型である．そこで σ ◦ pi を，
σ ◦ pi = (f1, . . . , f4)
のように C[SL2]の元の 4つ組として表す．このとき C[SL2]において，
1 = σ(1) = σ(q) = f1f4 − f2f3
が成り立つ．写像 Φ : EndCC[SL2] ∋ σ 7→ σ ◦ pi = (f1 . . . , f4) ∈ C[SL2]4 について考え
る．任意の G = (g1, . . . , g4) ∈ C[SL2]4 を代入写像 C[x] ∋ xi 7→ gi ∈ C[SL2]とみなす
とき，次が成り立つ．
G ∈ Φ(EndCC[SL2])⇔ ∃σ ∈ EndCC[SL2] s.t. σ ◦ pi = G
⇔ kerG ⊃ (q − 1)C[x]
⇔ g1g4 − g2g3 = 1
したがって，Φ(EndCC[SL2])は次の集合と一致する．
Φ(EndCC[SL2]) =
{(
f1 f2
f3 f4
)∣∣∣∣ f1, . . . , f4 ∈ C[SL2], f1f4 − f2f3 = 1} .
σ, τ ∈ EndCC[SL2]として，Φ(σ) =
(
f1 f2
f3 f4
)
,Φ(τ) =
(
g1 g2
g3 g4
)
とおく．あ
る i ∈ {1, . . . , 4}が存在して fi ̸= gi が成り立つと仮定する．このとき，σ(xi) ̸= τ(xi)で
あるから，EndCC[SL2]の元として，σ ̸= τ である．したがって，Φは単射である．
以下では σ ∈ EndCC[SL2] を，写像 Φ による像を用いて，上のように行列で表す．
σ, τ ∈ EndCC[SL2]に対して，合成 σ ◦ τ は次のように表される．
τ =
(
f1 f2
f3 f4
)
⇒ σ ◦ τ =
(
σ(f1) σ(f2)
σ(f3) σ(f4)
)
.
以下，特に断りがない限り，f ∈ C[x]の C[SL2]における像を単に f とかく．
定義 2.1 AutCC[SL2]の元で，各成分の代表元として，一次斉次式をとることができる
もの全体の集合を Aと表す．Aは AutCC[SL2]の部分群である ([7], 2.2節を参照)．
x, y を変数とする．各 P (x, y) ∈ C[x, y]に対し，
E13(P (x2, x4)) :=
(
x1 + x2P (x2, x4) x2
x3 + x4P (x2, x4) x4
)
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E24(P (x1, x3)) :=
(
x1 x2 + x1P (x1, x3)
x3 x4 + x3P (x1, x3)
)
E12(P (x3, x4)) :=
(
x1 + x3P (x3, x4) x2 + x4P (x3, x4)
x3 x4
)
E34(P (x1, x2)) :=
(
x1 x2
x3 + x1P (x1, x2) x4 + x2P (x1, x2)
)
と定義する．これらはいずれも AutCC[SL2]の元であり，P を −P に置き換えたものが
逆写像である．
定義 2.2 E := E13 ∪ E24 ∪ E12 ∪ E34 の元を C[SL2]の基本自己同型という．ただし，
E13 :=
{
E13(P (x2, x4))
∣∣P (x, y) ∈ C[x, y]}
E24 :=
{
E24(P (x1, x3))
∣∣P (x, y) ∈ C[x, y]}
E12 := {E12(P (x3, x4))∣∣P (x, y) ∈ C[x, y]}
E34 := {E34(P (x1, x2))|P (x, y) ∈ C[x, y]}
と定義する．
定義 2.3（Arzhantsev-Ga˘ıfullin [1], Lamy-Ve´ne´reau [7]） T := 〈E ∪ A〉 を AutCC[SL2]
の順部分群といい，T の元を（C[SL2] の）順自己同型という．順自己同型でない
AutCC[SL2]の元を（C[SL2]の)野生自己同型という．
Arzhantsev-Ga˘ıfullin [1], Lamy-Ve´ne´reau [7]は，C[SL2]の野生自己同型が存在する
ことを示した．
3 主結果
本節では，C[SL2]の余順自己同型の定義を与え，その存在を示す．
Edoによる余順自己同型の定義 1.6にならい，C[SL2]の余順自己同型を次のように定
める．
定義 3.1 σ ∈ AutCC[SL2]とする．
〈{σ} ∪ A〉 ⊃ T
が成り立つとき，σ を（C[SL2]の）余順自己同型という．
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T の定義より，σ ∈ AutCC[SL2]が余順自己同型であることと，〈{σ} ∪ A〉 ⊃ E が成
り立つことは同値である．
第 1節では，Derksenによる余順自己同型の例を挙げた（定理 1.5）．本修士論文はこの
結果に着想を得て，C[SL2]の余順自己同型の例を与えた．
定理 3.2 E13(x2) =
(
x1 + x2P (x2, x4) x2
x3 + x4P (x2, x4) x4
)
は余順自己同型である．
定理 3.2の証明の前に，いくつか補題を示す．なお，以下の証明は，定理 1.5の証明を
参考にした．G := 〈{E13(x2)} ∪ A〉とする．
補題 3.3 任意の c ∈ C \ {0}に対して，E13(cx2)は Gに属する．
（証明）
A(c) :=
(
cx1 cx2
c−1x3 c−1x4
)
とする．A(c−1)は A(c)の逆写像であり，A(c) ∈ Aである．そこで，次の等式が成り立
つことを示す．
A(c) ◦ E13(x2) ◦A(c−1) = E13(cx2). (あ)
左辺による x1, . . . , x4 の像が，右辺による x1, . . . , x4 の像に一致することを確認する．
x1 7→ c−1x1 7→ c−1(x1 + x22) 7→ x1 + cx22
x2 7→ c−1x2 7→ c−1x2 7→ x2
x3 7→ cx3 7→ c(x3 + x2x4) 7→ x3 + cx2x4
x4 7→ cx4 7→ cx4 7→ x4.
(あ)の左辺は Gに属するので，E13(cx2)は Gに属する． □
補題 3.4 任意の c ∈ C \ {0}に対して，E13(cx4)は Gに属する．
（証明）
B :=
(
x3 −x4
x1 −x2
)
とすると，B ∈ Aである．そこで，次の等式が成り立つことを示す．
B ◦ E13(cx2) ◦B = E13(cx4). (い)
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左辺による x1, . . . , x4 の像が，右辺による x1, . . . , x4 の像に一致することを確認する．
x1 7→ x3 7→ x3 + cx2x4 7→ x1 + cx2x4
x2 7→ −x4 7→ −x4 7→ x2
x3 7→ x1 7→ x1 + cx22 7→ x3 + cx24
x4 7→ −x2 7→ −x2 7→ x4.
(い)の左辺は Gに属するので，E13(cx4)は Gに属する． □
補題 3.5 任意の c ∈ C \ {0}と，e ≥ 1に対して，E13(cxe2)は Gに属する．
（証明） e = 1 の場合は補題 3.3 より成り立つ．e > 1 の場合を示す．E13(cxe−12 ) ∈ G
と仮定する．C1 :=
(
x4 x2
x3 x1
)
とすると，C1 ∈ Aである．次の等式が成り立つことを
示す．
C1 ◦ E13(cxe−12 ) ◦ C1 = E34(cxe−12 ) (う)
左辺による x1, . . . , x4 の像が，右辺による x1, . . . , x4 の像に一致することを確認する．
いずれの写像についても，x2 は不変である．
x1 7→ x4 7→ x4 7→ x1
x3 7→ x3 7→ x3 + cxe−12 x4 7→ x3 + cx1xe−12
x4 7→ x1 7→ x1 + cxe2 7→ x4 + cxe2.
仮定より，(う)の左辺は Gに属するので，E34(xe−12 ) ∈ Gである．また補題 3.4より，
E13(x4) ∈ Gである．そこで，次の等式が成り立つことを示す．
E34(cx
e−1
2 ) ◦ E13(x4) ◦ E34(−cxe−12 ) ◦ E13(−x4) = E13(cxe2). (え)
左辺による x1, . . . , x4 の像が，右辺による x1, . . . , x4 の像に一致することを確認する．
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いずれの写像についても，x2 は不変である．
x1 7→ x1 − x2x4
7→ x1 − x2(x4 − cxe2)
7→ x1 + x2x4 − x2(x4 − cxe2) = x1 + cxe+12
7→ x1 + cxe+12
x3 7→ x3 − x24
7→ x3 − cx1xe−12 − (x4 − cxe2)2
7→ x3 + x24 − c(x1 + x2x4)xe−12 − (x4 − cxe2)2
= x3 + cx
e
2x4 − cx1xe−12 − c2x2e2
7→ x3 + cx1xe−12 + cxe2(x4 + cxe2)− cx1xe−12 − c2x2e2
= x3 + cx
e
2x4
x4 7→ x4
7→ x4 − cxe2
7→ x4 − cxe2
7→ x4.
(え) の左辺は G に属するので，E34(xe−12 ) ∈ G である．以上より帰納的に，任意の
e ≥ 1について E13(cxe2) ∈ Gである． □
定理 3.2の証明を行う．G ⊃ E が成り立つことを示せばよい．始めに，〈E13 ∪ A〉 ⊃ E
が成り立つことを示す．C2 :=
(
x1 x3
x2 x4
)
, C3 :=
(
x4 x3
x2 x1
)
∈ Aと定義する．C1
は補題 3.5と同じものとする．任意の P ∈ C[x, y]に対して，次が成り立つ．
C1 ◦ E13(P (x2, x4)) ◦ C1 = C1 ◦
(
x4 x2
x3 + x4P (x2, x4) x1 + x2P (x2, x4)
)
=
(
x1 x2
x3 + x1P (x2, x1) x4 + x2P (x2, x1)
)
= E34(P (x2, x1))
C2 ◦ E13(P (x2, x4)) ◦ C2 = C2 ◦
(
x1 + x2P (x2, x4) x3 + x4P (x2, x4)
x2 x4
)
=
(
x1 + x3P (x3, x4) x2 + x4P (x3, x4)
x3 x4
)
= E12(P (x3, x4))
C3 ◦ E13(P (x2, x4)) ◦ C3 = C3 ◦
(
x4 x3 + x4P (x2, x4)
x2 x1 + x2P (x2, x4)
)
=
(
x1 x2 + x1P (x3, x1)
x3 x4 + x3P (x3, x1)
)
= E24(P (x3, x1))
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これらの等式の左辺は，いずれも 〈E13∪A〉に属する．Pは任意であったから，〈E13∪A〉 ⊃
E が成り立つ．したがって定理の証明には，E13 ⊂ Gを示せば十分である．また，任意の
P,Q ∈ C[x2, x4] に対して，E13(P ) ◦ E13(Q) = E13(P + Q) であるから，任意の単項式
m ∈ C[x2, x4]について，E13(m) ∈ Gを示せば十分である．
次の補題はよく知られているので，証明は省略する ([4], Exercises 5.2を参照).
補題 3.6 x, y を変数，i, j ∈ Z≥0 とし，d := i + j とおく．a1, . . . , ad+1 ∈ Cが全て異
なるとき，xiyj はC上で，d+ 1個の式 (x+ aly)d (l = 1, . . . , d+ 1)の線形結合として
表すことができる．
c0 ∈ C \ {0}, i, j ∈ Z≥0 として，m = c0xi2xj4, d = i + j とおく．上記の補題より，
a1, . . . , ad+1, c1, . . . , cd+1 ∈ Cを用いて，
m =
d+1∑
l=1
cl(x2 + alx4)
d
とmを表すことができる．このことから，
E13(m) = E
1
3(c1(x2 + a1x4)
d) ◦ · · · ◦ E13(cd+1(x2 + ad+1x4)d)
という式が成り立つことがわかる．したがって以下では，任意の a, c ∈ C \ {0}, d ∈ Z≥0
に対し，自己同型 E13(c(x2 + ax4)d)が Gに属することを示す．
F := E12(a) =
(
x1 + ax3 x2 + ax4
x3 x4
)
とする．F ∈ Aである．次の等式が成り立つことを示す．
F ◦ E13(cxd2) ◦ F−1 = E13(c(x2 + ax4)d). (お)
左辺による x1, . . . , x4 の像が右辺による x1, . . . , x4 の像に一致することを確認する．
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いずれの写像についても，x4 は不変である．
x1 7→ x1 − ax3
7→ x1 + cxd+12 − a(x3 + cxd2x4)
= x1 + cx
d
2(x2 − ax4)− ax3
7→ x1 + ax3 + c(x2 + ax4)dx2 − ax3
= x1 + cx2(x2 + ax4)
d
x2 7→ x2 − ax4
7→ x2 − ax4
7→ x2
x3 7→ x3
7→ x3 + cxd2x4
7→ x3 + c(x2 + ax4)dx4.
補題 3.5より，E13(cxd2) ∈ Gである．したがって式 (お)より，E13(c(x2 + ax4)d) ∈ G
である．これで定理 3.2が示された．
4 今後の課題
多項式環の余順自己同型として，第 1 節で Derksen による結果を挙げたが，他にも
知られているものがいくつもあり，現在も研究が行われている．それらの結果の類似が
C[SL2]で成り立つのかはまだわかっていない．
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